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Sur une forme nouvelle de l'équation modulaire du 

huitième degré. 

Par Francesco Beioschi. 



1. Soit : /(ce) = x 3 + 3a x a; 2 + 3a 2 œ + «s = 

l'équation dont les racines sont : 

/2<a\ /4o\ /6o\ /SoN 

Comme il est connu, entre les trois coefficients a lt a 2 , a 3 on a trois relations des- 
quelles par l'élimination de deux des ces coefficients on obtient pour le troisième 
une équation modulaire du huitième degré. On sait encore que en indiquant 
avec D le symbole d'opération : 

r. .„ d , 2 ~ d 



on a :* 



13 

1D («i) = 20a 2 — 18a? + -g- g 2 , 

19 i 

7D (a,) = 14a 3 — lS^a, + -y &«i — 2a 3 , V (i) 

25 
7X> (a 3 ) = — 18a!a 3 + -y # 2 a 3 — Qg^. 

La somme des arguments des trois racines x , x t , x% étant une période, on peut 

P oser: « »- ! « y 2 1 /„x 

«2 = — 2«i£ — "Yg - ^, «s = 3«iP j- ft (2) 

qui donnent pour /(x) la valeur : 

/(x) = x s j- g& 1- ff 3 + 3a x (œ — £)*. 

* Voir Comptes Rendus de l'Académie des Sciences, Janvier 1891. 
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Opérant avec D sur les deux relations (2) on aura poxir les précédentes (1) : 

47 3 
14a x 2> (£) = 380.&* g- g % a x — g£ — g s , 

lla£D (£) = 40a 1 £ 3 — g 3 a^ ^ 9*%* % 9s a i + ~^ 9% 

desquelles en éliminant D (£) on obtient pour a x la valeur : 

«i (e- \g£~ \ g») = - \ [?£* + sgJ: + -^9%\- 

Or en posant : 



ci = £, c 2 = £ 8 ^ 9a, c s = Z 3 4- g£ 



c 4 = £ 4 ^ g£ % — g 3 % 



on déduit: 
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9% 



12 



gst — ct — o. 



4c i c s — 3c 2 



'\ 



2> 



gr 3 = — 2c? + Sc!^ — c 3 , j 



48-^5 ^ = 3c?cf + 60^03 — 4c?c 3 — 4cf — cf 



î- 



étant S = #! — 27<7§; et en conséquence 



a x =3^- 



3 c. 



ct 3 = — [60^1 — 7cfc 3 + e 3 c 3 ] , 

°3 



«3 



[1 lcfc s — 9c?c| — SCiCaCg -+- 



La première des équations (3) donne de la même manière : 

D < Cl) = 7(c 4 — 4) E 14c?c * ~ 14c î°* + 23CaC4 — 25c * + 2c S 

et l'on déduit : 

2 
^ ( c s) = 7 / c _ c 3) [ 4c i c a c 4 — 8Ci4 + 15c 3 c 4 — Hc|c 3 ] , 



et 



•° ( c s) = 7(c 4 — cl) C 7c| + 4c * c * — 15c t + 4c ^J 



(3) 



(4) 



(5) 



28c| (c 4 — cl) X> f^ 5"| = _7 c |_{_33 c a^_{_ ! lc 4 c| — 21cg — 56c 2 c|c 4 + 24c|c| + 16c|. 
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D'autre part de la première des relations (1) on obtient : 

-Ç- cfP (%) = — 23c* + 10cfc 4 + 21c| — 8c 3 c| 

le premier membre de laquelle, multiplié par c 4 — ef, étant pour la valeur (5) de 
a x égal au premier membre de la précédente, en égalant les secondes membres 
on arrive h cette forme nouvelle de l'équation modulaire du huitième degré : 

4 + 4 + el4 — 3c a clc 4 = 

ou: c 4 + c 3 c| + c| = 0. (6) 

2. L'équation (6) est satisfaite en posant : 

c 3 = -f-cf( S 4 +5), c i =z-\à 3 {é+&) (7) 

desquelles, étant e 4 = 4^ — 3c§, on déduit : 

c 1 =~4(z s +9z i +11). (8) 

Substituant ces valeurs dans les trois équations (4), on obtient : 

9ii = ~Î2 4PQ, 9s~~ 2Ï6 Cs ^" B ' ï (9) 

S = 4**1* j 

étant P = z 8 + 13z 4 + 49, Q = z B + bz*+ l, 

R=z 16 + 14s 13 + 63s 8 + 70a 4 — 7 
et en conséquence : 

Ê.-T-JL-W y_i_J^^ (10) 

8 - 1 - 12-3 S 4 . 1 1 ~12- 3 s 4 l ' 

formules connues. 

Par la même substitution les équations (5) donnent : 



a^-^-cfP, o 8 = T ^r- îî clP(P-16), 
a 3 =- î ^3C 3 P[P a -32P — 16$ + 64] 



(H) 
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et en indiquant avec d le discriminant de/(«;), ou: 

— — d = Za\a% + 6a 1 a 2 a 3 — 4af« 3 — Aa% — a% 
on trouve : d = c% P 3 

ou par la valeur 8 (9) : 

et = — r- 



et » 5* 

2 • 



(s»b — aa)(a;i — » 2 )(£»a — a?o) * 

J'ai déjà rappelle que pour chacun des coefficients a lr a s , a 3 on a une équation 
du huitième degré. Si l'on pose : 

h 1 = — a lt h 2 = 7% Ï2~9z> h 3 :=h\ -^ g%K j- g s , h±-=. 4hji 3 — Zh% 

de la valeur (11) de a x on déduit: 

Al== T2~ c|P ' h=ï^=*4P(P-Q), h 3 ={ï^- 3 (P*-3PQ+2R) 

A 4 = ||^[4P 2 --12PÇ + 8P-3(P-Q) 3 ], 

mais : 

4P 3 — 12PQ + 8P— 3(P— Ç) 3 = 32(P— Q + 16)= 4 4 (s 4 + 8) 

et en conséquence (7) 

27A 4 = — P 8 c 4 . (12) 

En second lieu étant P — Q — 8 = 8 (z 4 -f- 5) on aura : 

6 (h % —m)= Pc z (13) 

étant m = -^-=- c§P . 

En multipliant par P 3 l'équation modulaire (6) on obtient une première 
relation : 

8rn 2 + 4^2»* — A 4 = 0. 

La valeur (5) de a x donne : 

4Ji x g 3 = 3 (cl — c 4 ) 

et 4A 1 c 3 P 3 =108 (A a — m) 3 + 8 lh é , 

mais c 3 P 3 = 18.1 2. mh x ' (14) 
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et on arrive ainsi à une seconde relation, 

4m s — 8 (h % + 4h\) m + 4fc| + 3fc 4 = 

et par l'élimination de m à l'équation modulaire en h^: 

2h t (5As + 1 6h\f — 2h % (ôh z + 1 6A|)(8AI + 7A 4 ) — (8*5 + 7À 4 ) 2 = (15) 

ou à l'équation connue : 



1 



= 



24 vwv 12-*' 
ayant posé * au lieu de A x . 

On ait ainsi conduits aux deuxé quations modulaires connues comme consé- 
quences de l'équation (6). 

3. Les inconnues dans ces trois équations sont £ = c 1( h, zs.(6, 10, 15).. Des 
formules supérieures on déduit facilement les relations existantes entre ces 
inconnues. 

En effet la première des équations (5) donne : 



ci + <h = -r- 

c 3 



et à cause de (12), (14): 



Cl = \ — 



K 



8mV 
mais de la première des équations on a : 

8^ = m +"T^ 
d0n ° Cl = ^(2hl-h-2m). 

Or en posant : a, = 8h% + 7& 4 , ^ = 5h 2 + 16Af 

on déduit des deux équations en m: 

4m = — 

et la (15) peut s'écrire 

a 3 + 2h^(i— 2Ji4i % = 0. 
49 
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On aura donc: 1 rn/ » 72 T ^ „ n 

° U Cl = ~ [Qéhj - 1 ïh\h - 1 8/1» - 7A 4 ] . 

La relation cherchée entre z, h s'obtient en observant que des équations (7) on 
deduit : 8c 2 cl + 5c 4 = c|z 4 

par conséquent si on multiplie par P 2 on aura 

32m (h 2 — m) — 5A 4 = 12mV, 

mais la première des équations en m donne : 

A 4 = 8 m 2 + 4A 2 »i 
ainsi , h* — 6 m 



z 4 



m 



** = 4 V~<^ = \ [32% - 14M - 2U 4 ] 



Milan, Mars 1891. 



